BAI TAP KHONG GIAN METRIC (Tuén 2 + 3)

1 Tinh chat top6 trong khong gian metric
1. Gia st A 1a mot tap con clia khong gian metric (X, p), r 1a mot s6 duong. Dt
B(A,r)={z € X : p(z,A) <r}.
Chting minh rang
(a) B(A,r)lamd va B(A,r) = B(A,r);
(b) Néu B la mot tap con khéc rdng ctia X thi tap hop
{r e X :p(x,A) < p(z,B)}

13 tap md. Tt d6 suy ra néu A, B 1a hai tap déng roi nhau khac rong ctia X thi ton tai
cac tap mS U,V trong X sao cho U chita A,V chita BvaUNV =UNV = 0.

2. Cho A 1a mot khong gian con cia khong gian metric X véi metric d va e > 0 1a mot s6 thue.
Ky hieu
O.(A)={xre€A: tontaia € A:d(zr,a) < e},
C.(A)={r€A: tontaia € A:d(x,a) < e},
(a) Ching minh O.(A) la mot tap md.
(b) Néu A compact thi C.(A) 1a mot tap dong. Két luan con ding khong néu bo gia thiét
compact?

3. Cho ¢ € Cla, b], ky hiéu
A={feCla,b]: f(x) <p(x), Yoelabl};
B={feClab]: f(z) < p(z), Voelab]};
C={f€Cla,b]:0< f(x) <1, Vz€la,b]};
Chiing minh rang A, C' 1a cac tap md con B la tap déng trong Cla, b] véi metric sup.
4. Chting minh rang
A={f €C0.1): f(5) =0}
la mot tap dong, con

B:{feC[O,l}:/lf(t)dtzo}

khong la tap déng ctia khong gian metric C[0, 1] v6i metric sup.

2 Anh xa lién tuc

1. Hay xac dinh tinh lién tuc va lién tuc déu cia cac anh xa sau

(a) T : C0,1] — C[0,1] xac dinh béi T'(z)(t) = ftx(s)ds.

(b) T : C[0,1] — R x4c dinh béi T(x) = x(tg) v6i to € [0,1] 1a mot diém cb dinh.



(c) T:C[0,1] — R xac dinh béi T'(x) = sup x(t).
te[0,1]

2. Cho (X, p) 1a mot khong gian metric va y 13 mot diém c6 dinh ctia X. Chitng minh rang

(a) Ham s6 z — p(x,y) 1a mot ham lién tuc.

(b) Néu z,, hoi tu t6i z va y, hoi tu t6i y trong X thi p(z,,y,) hoi tu t6i p(z,y).
. Xét d(x,y) = |x —y| va

o, y) = {1 néu r #y

Onéuzx=y

lan lugt 1a metric thong thuong, metric roi rac trén tap s6 thyc R. Chiing minh ring moi
anh xa f tit khong gian metric (R, p) vao (R, d) déu lien tuc. Nhitng anh xa nao tur (R, d) vao
(R, p) la lien tuc?

. Cho f, : X — Y la mot day céc anh xa tit tap X va khong gian metric Y, d 1a metric trén
Y. Day anh xa {f,} goi 12 hoi tu déu dén anh xa f: X — Y néu v6i moi € > 0 ton tai s6 tu
nhién N sao cho

d(fa(z), f2)) <€

véimoin > N vamoiz € X.
Gia stt X ciing 1a mot khong gian metric va f,, : X — Y 1a day anh xa lién tuc hoi tu deu
dén 4nh xa f : X — Y. Chitng minh rang:
(a) f la anh xa lién tuc.
(b) Néu {z,} 1a mot day cac diém trong X hoi tu dén x thi day diém {f,(x,)} hoi tu dén

f(x) trong Y.
. Cho A va B 1a hai tap dong khong réng roi nhau ctia khong gian metric X. Chitng minh réng
ton tai mot anh xa lién tuc f : X — [0, 1] sao cho f(z) = 0 v6i moi z € A va f(x) = 1 vdi
moi z € B.
. Hay lay vi du vé mot anh xa md lién tuc nhung khong 1a phép dong phoi, mot anh xa déng
lien tuc nhung khong phai 1a mot phép dong phoi, mot 4nh xa md lien tuc nhung khong 13
mot anh xa dong, mot anh xa dong lién tuc nhung khong phai la anh xa md.



